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Abstract 

Index tracking is an important issue in portfolio theory. Index tracking is a 

passive approach in the portfolio optimization problem based on which finite 

stock should be selected to track the benchmark index. Enhanced index 

tracking is a selection of the portfolio with limited stock so that its return is 

maximized and track error is minimized without buying all stock in 

benchmark portfolio. The main aim of this paper was to propose a two-stage 

mixed integer model for enhancing portfolio performance. In order to show 

the approach performance, top 50 companies were traced. Return, tracking 

error, excess return and information ratio were used as Portfolio performance 

measurement. Genetic Algorithm and Pattern Search Algorithm were also 

used to solve the models.  The findings showed that the two-stage model was 

better than one stage model. Likewise, pattern search enjoyed higher 

performance than Genetic Algorithm in the two-stage model. Therefore, two-

stage model had higher performance during pattern search algorithm 

compared to one stage model or Genetic algorithm.

Keywords: Enhanced index tracking, Mixed Integer optimization, Two Stage 
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(� �ا���������ا�����������(�255ا������������ا�، ��ا���������������������������ا�������

ا����������ا���������������ا���������ا�����������������������������������ا�����������������

(�1)�������ً�������������ا����������������������������������������������������������

���������������������������������������ا���؛�������
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�∗ � � ≤ � ≤ �∗ + �
�� ≥ 0
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�����������E��،�����������Tا�����������،����������������������������������t�،�����������

�������������t�،�����������������i�،ا�N��،ا������������Kا��ا����������������ا����ب���ا����������

ا���������������i)�����������)���ا������)�������������������������)���ا������������������������

�����������،�����������������������������������������������������������������������∗��������������

������������������ا�����������ا������ا����������������������������������������������������ا��،��

������������������������������ا�������������������������������������������������ا��������

�ا�������ا������ا������������������������������������������������������������ا��������
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 ���������ا����ب���������پ�����

����ا�����ا���������ا������������������������������ا�������ا����������������������

��������������ا��������ا���������ا��������������ا������������������������ا��

�

����ت�ب��ا�

�����آ��)�؛�����������ا����������ا��ا���ا���������������
������)������������������������

t�(����
��)�����������������������������tا�����1ا�������ا������ب���ا��ا��������������ا����

�����������������ا���������������ا�������1ا��������ا��
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1 + ��
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1 + ��
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�ا���������1ب���ا������
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��������ت�ا���ا��ا���ا��ا�����ا���ا����������������������������������ا�����������������
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���ا���������ا��������������������������������
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 ا�������������

����ا����ا�������ا��������������ا�،��������������������������������ا���ا����������ا��

�������������ا�������:������ات�����ا���������(����������)ا���������������������ا�����
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����،�������ت�����������آ�����ا������������������ا��������������������������ات����

،�������ا����ب���������ا�����������اا���������������ات������ا����������������ات�����

�ا������ ����������� ����� ������ ������������ �ا���� ��� ��� ��� �ا������ �ا���� ����������

��������������������������������������،���ا���������ا����ا������������ا������������������

��(�������������1��5ا�،������)�����آ�������������

ا���������:�����1ا���ا��:��������������ا��������������ا���������������������

�ا�������������������ا����������������������������������� �ا�����ا���ا���ا�����������:�2

:����������آ�����������������������ا�����ا�������������������������������������������

��������������ا�������������،�������������ا������������آ�����ا���������آ���������

�����������ا��ا���������������������������������������������������������������������

������������������������ا��������������������������������������اب:������������

�آ���������آ�����ا���������،�������������������������������������ا�ا���������ا�����

������������������������������������������������������ا�������ا�����������������

������ا�����ِ�����:���������،�����������������0ا����ا������آ��ا������������������

���ا�ائ����������ا����������ا�����������������اب��ا���ا����������ا�ا���ا�������ا������

ا���������������ا����������ا������اب����������������������������������ا���������اب

���������ا������������������ا�
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 ا���������������������

����ا������ا���������������������������������05ا�����������������������������

�ا�������������������������ا��ا����ا���ا���������������������������������������آ�����������

(����� ،����251�)����� �������� �ا��ا����،�)���������������������ت�ا���ا���������� ����

1��1)��

                                                                                                          
1 . Encoding
2 . Evaluation
3 . Crossover
4 . Mutation
5 . Decoding
6 . Lam 
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�������ا�����������ا���������ا����ا���ا��������ا������ا��ا������������������ا���������
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������ا����ب�ا������� ،����� ����� ���������� ��������� ����������������ا��ا��������

���آ���������������ا���ا�������� ����������ا�������������،������������������������،

���ا���ا�������������������ا��������ا��������������������ا������������ا���ا����������

������������ ��ا�ا ����������ا�����ا�������������ا��������ئ����������ا ������������

�������������������������������������ا�����،�ا�����ا��ا��ا���ا�����������ا�������ا�������

������ ����������� �ا��ا���� ��������� ���� ��� ����� �ا������� �ا�� ��������� ��ا�ا��� �ا�� ���

�������������ا���)���������������������������ا���������ا�����ا����������ا�������

����ئ���������������ا������������������ا���ا���،�ا�������������������(��1��1ا��ا����،�
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������������ا���

�

�����پ���������

 ���������ا��

��ا���������� ����������ا� ����ا������ ��ا�� ��������� �ا� �� ����ا� �����ا� ����������ا��ا�

����ا����������،��ا�ا����ا����������؛���ا������ا�����������1ا������������1ا����ا��������

ا���

����ا��������������������ا��������������������������������������1��5ا��ا���������

�ا������ا����������������������1ا�����

                                                                                                          

1 . Lewis 
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��ا�� ������ ����� ��� ������ ����� ��ا�� ������ ����������������� �����؛ ����������ا��

�ا ������ ��� ������ ��� ��� ���� ��� ��ا����������� ����� ����� ����� �ا� �����ا�� ��������

ا������
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�)ا�ائ� ��ا���������� ��� ������ ��ا��� ����� ���� �ا������ ����ا�( ����� ����� ����ت����

� �ا� �ا������ ��� ������آ�������tseclientا��ا�������ا�� �� ��ا����0ا�� �ا� ��������� ����

���������������������ا�����������������آ����ا��ا��ا�������������������ا��ا��ا����� ��

�آ�������������ا�������������ا�������������ا�������ا���ا������ا�����������ا���������ج�ا��������

�ا���
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∑ �����−�
�
���

�

�

������������������������������������ا�اا�������ا��������������آ�� � 1�����������
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�������������������������������������������������tا��������
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 ا��ا�����

������ �ا���������ا� �ا� �ا�� ������ ��� ������ ���� ������������ ������� �� ������ ���

ا�������ا������

� ������ �ا������� ��������ا�����������ت ���� ����� ���� ������ت�� �ا�� ������

�ا� �ا� �ا������ ��� ����آ������ا�������� ���� ������ا��� ����ا����� �ا�� �ا�����������ا�

� ������� ،����� ����ا� ���ا��� ����055ا� �������������آ������2555 ������ �ا��ا�� �ا���

�������ا�����������آ�����������5.2����1ا�����������255����1555�����،���������5.2����1

�ا���
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����������ا������ا��ا��ب�ا�����������������پ��ا�����.������1

 ���ا� پ��ا��� ����

 �211 ��ا�ث�����ا������� 1

 011 ا��ا���ج���ت2 2

0/1 ����������ث�� 3  

9/1 ����ج��4 4  

�

ا�������������ا��ا��ا������ا������ا��ا����������������gaا��ا��ا��ا������������ا�������

ا�������ا������ا��ا��������������patternsearchا����������������������ا�������

������ ���ا����������� �ا��ا��ا������� �ا� ����������� �ا�ا�� ��� ���0������� ����ج�ا� ���

(����ا���������2)����������������������������15،����ا�����ا������ا��ا��ا���������ا�ائ�

�����ا����������������ا������������������ا����������������������5.55(،�������)�����

ا��������������������������5(�����)��ا�������������������ا����������������2(�)

��������������ا��������ا���������������ا��ا��ا��������ا����������������������ا���ت������

ا�������������������ا��������������������������ا�����������ج�ا��������آ����������ا���ا��

��ا������������ ����ت�������ا���ا������������������������ج�ا����������������� ���������

������آ�������

�

 �����������ا��ا��ا������������ت�����������

 ب��ا�������ا��ا��������������آ�����تب�������

�ا��ا��ا�������������� ���ا�������������������ب�آ������������������ا� ���������

�����ا����������������ا���������������ا��ا��������������ا������������������ا�����������

������(��ا�����������2)(�������1)�����������������

                                                                                                          
1 . Iteration
2 . Population size
3 . Crossover
4 . Mutation
5 . In sample
6 . Out of sample
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ب�ا��ا����������ا�������������ا�������(�ب�ا)�پ����ا�����ب�������������.�����1ا�

������

�

����������،�ا��������������������������ا�ائ��������ا�������ا�����������ا��������������

�����ا������ا������������������

.�����������������ا����ب���������������ت������������������ت�ا�������ا�������2

�ا�������������

���� ��������(1)�����(2)�

 15�/1�10�/1 (%)��ب�������������1

 �/11�/��1�1 ���ت�ب��ا� 2

 �/�97�/1�15 ب��� 3

 5�1/1�540/1 (%)���ب�������� 4

 11�/1�121/1 ا���������ت� 5

�

�ا�ا����������(����2)����������������ا���������،���������������������������������

����������������������������������������ا���������������ا����������ا��ا�ا�����������ا���ا��

-۰/۱۵

-۰/۱۰

-۰/۰۵

۰/۰۰

۰/۰۵

۰/۱۰

����� � ���� ����� �����(��� ) ����� ���� ��� ���� ����-�� �������� ���

���(۲) ���(۱)
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ا��������(����������������1)�������(����������������������������������������������������1)

�������ا������ا������������������ا�������������������ا���������������ا�����������������

������ا������� �������1)���ا������������������(����2)ا�������ا����� ��ا�ا �ا���( �����

(�����1)������ا�����ا���������������(����2)�������ا��������ا����������������������������

������ا��������� �ا����� ��������� ���� �ا�� ������ ����� ������ �ا�� �ا�����������ب����،

���ا��ا���������������

�

 �������������ب��ا�������ا��ا���������آ�����تب�������

��������ا��������ا���������ا���������������������������ا�����ا��ا��������������������

������ا���������(����2)(�������1)�����ا����������������������������

�

 
ب�ا��ا����������ا�������������ا�������(�ب�ا)�پ����ا�����ب������������.������2ا�

��������������

�

����������،�ا��������������������������ا�ائ��������ا�������ا�����������ا��������������

�����ا������ا������������������

-۰/۱۵

-۰/۱۰

-۰/۰۵

۰/۰۰

۰/۰۵

۰/۱۰

�������ا��������������-ب�ا���ا��������ا��������(����)ا�����ب������������پ����

���(2) ���(1)
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.�����������������ا����ب���������������ت������������������ت�ا�������ا�������3

�ا���������������������

������������(1)�����(2)�

 1315�4�1310�0 (%)��ب�������������1

 �311���31�2 ���ت�ب��ا� 2

 1397��13979 ب��� 3

 �13512�1352 (%)���ب�������� 4

 131155��13125 ���ت�ا������ 5

�

�ا�ا����������(����2)����������������ا���������،���������������������������������

����������������������������������������ا���������������ا����������ا��ا�ا�����������ا���ا��

؛�����(����������������1)�������������������������������������������������������(����2)

�����ا���������������ا��������ا������ا������������������ا��������������ا��������������

������(��ا�ا�������1)���ا������������������(����2)ا�������ا�����������ا������������

����������ا�����ا���������������(����2)�������ا��������ا��������������ا�����������������

��ا����������با�����������ا������������،�ا��������������������ا���������������(���1)

���ا��ا���������������

�

 �����������ا��ا��ا������������ت����ج������

 ������ت�ا�������ا��ا�������������

���������������������ا�������ا���ا���������ا���آ������������������������ا�������ا��

��������������� �ا������������ج�ا������������ا����ا��ا���������� �ا� ����������ا������

���������������
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������ت�����������ج�ا������ا�������(�ب�ا)�پ����ا�����ب�������������.�����3ا�

�ا�������ا��ا�������������

�

����������،�ا����������������������ا�ائ����ا�ا������ا�������ا�����������ا��������������

����ا������ا����������������������

������ت�ا�������ا����������������ت��������������ب�ا�������������������.�����4

ا�������������

������������(1)�����(2)�

 170/1�192/1 (%)��ب�������������1

 �/�11�/��12 ���ت�ب��ا�2

 �/924/1���5 ب���3

 050/1�99�/1 (%)���ب��������4

 1��/1�142/1 ���ت�ا������5

�

(�����1)����،�ا���������������������������������،���������������������������������

ا������������������������������،��(����2)ا���؛��������(����2)�ا�ا�����������������������

-۰/۱۰

-۰/۰۸

-۰/۰۶

-۰/۰۴

-۰/۰۲

۰/۰۰

۰/۰۲

۰/۰۴

۰/۰۶

۰/۰۸

۰/۱۰

�� �������� ���-���� ���� ��� ���ج ��  �����( ���)����� ����� ���� � �����

���(۲) ���(۱)
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(������1)������ا���ا�����������،�؛�������������ا���������ا��������ا�ا�����������������

������ا��������ا�������������������������ا��ا�ا������������������(����2)ا��������������

���������(2)�����������������ا����������������ا������،�ا�������ا�������ا�����������������

���������ج�ا����������

�

 �������������������ت�ا�������ا��ا��������

���������������������ا�������ا���ا���������ا���آ������������������������ا�������ا��

�����������������ا���ا�� �ا����������������ج�ا������������ا���������� �ا� �����ا������

����������������������

�

 
������ت�����������ج�ا������ا�������(�ب�ا)�پ����ا�����ب�������������.�����4ا�

�ا�������ا��ا���������������������

�

����������،�ا����������������������ا�ائ����ا�ا������ا�������ا�����������ا��������������

������ا������ا����������������������

-۰/۱۰

-۰/۰۸

-۰/۰۶

-۰/۰۴

-۰/۰۲

۰/۰۰

۰/۰۲

۰/۰۴

۰/۰۶

۰/۰۸

۰/۱۰
�������� -���� ���� ��� ���ج ��  �����( ���)����� ����� ���� � �����

 ������ ������

���(۲) ���(۱)
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������ت�ا�������ا����������������ت��������������ب�ا�������������������.�����5

ا���������������������

���� ��������(1)�����(2)�

 �13172�1319 (%)��ب�������������1

 �3114��3122 ���ت�ب��ا� 2

 1392��13922 ب��� 3

 �1302��13�2 (%)���ب�������� 4

 131�5�13151 ���ت�ا������ 5

�

ا�����آ������������،����������������ا����������������������������������������������

ا���؛��������(����2)(��ا�ا���������������������������1)��������������������������،��ا�����

ا������������������������������،���������ا���������ا��������ا�ا����������������(����2)

������� �؛ ،���������� �)�����ا���ا� ���1������������� �ا� �� )(����2)�������� �ا�ا��������

������ا������،�ا�������ا�������ا����������������������ا��������ا��������ا�����������������

����������������ج�ا�����������(����2)�������������ا��������������

�

 ب�ث������������

�����������������ا�������ا�������������������������������������������������

������������������������������������������������ا������ا��������������ا��ا��������������

������������������������ا��ا������ا�����ا�ا�������ا���������ا���ا������ا������،������������ا�

�ا����������

�����������������������ا������������ا�ائ����������آ����������������ا��������������

�������ت��������ا�ا���������������ا�ائ��������������������������ا�������������ا�ائ�

������ا���������������ا���������ا���������������������������������������������������������

�������������آ�������������������ا������������������������������،���������������������

�������ا�������ا����������������ا������������������������������������������ا���������

��������
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������آ�������������� ���������������� �ا������� �������� �ا������� �ا� �ا������ ����

�����������������ا��آ�����������������������ج�ا�������������������ا�������������������

�������� �������ا�������)����� �����������ا�ا�������� )���� �������������� ���؛ ������ا��

؛�������������������،���������ا�(���������������ا�ا�����������������)���������������

���ا�����������ا�����ا��ا����������������������������،�ا������������ا�������ا������������

������������ا�������ا��ا��������،������ا�������������������������������

�ا�����������������������ا�ا����������������������ا�������ا���ا�� ،��������������

�������ج�ا��ا����������������������ا��������������ا�������������������ا�������ا���ا��

������ا�����؛�����������ا��ا������������،�ا���������������ا�ا�����ا�����������������

�ا�،�ا�����������������������ا�ا�����ا����������ا���ا�������ا��������������

� ��������������ا� ������ �����آ�� ��� ���� ������ ���������� ���� ���ا�� ��� ��� ���

����ا�������������ا���������������������ا���ا������������ا�������ا����������������ا������

�ا������������آ�������������������اب

�
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